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Mo#va#on:	
  	
  	
  Visible	
  Satellite	
  Imagery	
  

Nov.	
  24,	
  2010	
  
00:00	
  UTC	
  

From	
  NASA	
  GSFC	
  
GOES	
  Project	
  

website	
  



Historical	
  Perspec#ve:	
  	
  	
  Edmond	
  Halley	
  

1656	
  -­‐	
  1742	
  

¥  English	
  astronomer,	
  geophysicist,	
  
mathemaVcian,	
  meteorologist,	
  and	
  physicist	
  

¥  Best	
  known	
  for	
  compuVng	
  the	
  orbit	
  of	
  Halley’s	
  
comet	
  

¥  Encouraged	
  Newton	
  to	
  publish	
  and	
  funded	
  the	
  
first	
  publishing	
  of	
  Philosophiæ	
  Naturalis	
  
Principia	
  Mathema4ca	
  in	
  1687	
  

¥  Studied	
  and	
  sought	
  to	
  explain	
  the	
  Trade	
  Winds	
  

(published	
  in	
  Phil.	
  Tran.	
  in	
  1686)	
  



Edmond	
  
Halley	
  (1686)	
  



Historical	
  Perspec#ve:	
  	
  	
  George	
  Hadley	
  
¥  English	
  lawyer	
  and	
  amateur	
  

meteorologist	
  (1685	
  –	
  1768)	
  

¥  More	
  interested	
  in	
  mechanical	
  
and	
  physical	
  studies	
  than	
  in	
  
legal	
  work	
  

¥  Proposed	
  an	
  atmospheric	
  
mechanism	
  to	
  explain	
  the	
  
Trade	
  Winds	
  

(published	
  in	
  Phil.	
  Tran.	
  in	
  1735)	
  

from	
  Perrson	
  (2008)	
  in	
  Weather	
  



Hadley	
  (1730’s)	
  

from	
  Perrson	
  (2008)	
  in	
  Weather	
  

Halley	
  (1680’s)	
  



ConservaVon	
  of	
  Absolute	
  
Velocity	
  (Linear	
  Momentum):	
  
	
  
	
  
	
  

Assume:	
  
	
  
	
  
	
  

Then:	
  

ConservaVon	
  of	
  Absolute	
  
Angular	
  Momentum:	
  
	
  
	
  
	
  

Assume:	
  
	
  
	
  
	
  

Then:	
  

Hadley’s	
  Argument:	
   Correct	
  Argument:	
  

= (ui + ⌦a cos�i) a cos�i

(uf + ⌦a cos�f) a cos�fuf + ⌦a cos�f

= ui + ⌦a cos�i

�i = 23.5�

ui = 0

�i = 23.5�

ui = 0

uf = �⌦a [1 � cos (23.5�
)]

= �38.5 m s

�1

uf = �⌦a
⇥
1 � cos

2
(23.5�

)

⇤

= �70.9 m s

�1

�f = 0� �f = 0�



Historical	
  
Perspec#ve:	
   Yale	
  Mintz	
  &	
  Akio	
  Arakawa	
  



Historical	
  
Perspec#ve:	
  
¥  PrimiVve	
  EquaVon	
  model	
  

¥  2	
  level	
  	
  	
  	
  -­‐coordinate	
  model:	
  
	
  

¥  SpaVal	
  discreVzaVon	
  designed	
  by	
  Arakawa	
  
•  Allowed	
  for	
  “very	
  long-­‐term	
  integraVons”	
  (~	
  300	
  days)	
  
•  Arakawa	
  later	
  published	
  his	
  classic	
  “Jacobian”	
  paper	
  (1966)	
  

¥  Horizontal	
  resoluVon:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  
•  Global	
  grid	
  was	
  40	
  x	
  25	
  =	
  1000	
  points	
  
•  Only	
  ~7	
  grid	
  points/wavelength	
  for	
  baroclinic	
  waves	
  

¥  Experiments	
  without	
  and	
  with	
  mountains	
  (perpetual	
  NH	
  winter)	
  

¥  Model	
  took	
  100	
  minutes	
  (IBM	
  7094)	
  to	
  simulate	
  1	
  day	
  and	
  about	
  
25	
  days	
  to	
  simulate	
  a	
  year	
  

The	
  UCLA	
  2-­‐Level	
  GCM	
  
(1961	
  –	
  1963)	
  

� � = 1/4

� = 3/4

(	
  nominally	
  400	
  mb)	
  
(	
  nominally	
  800	
  mb)	
  

�� = 7��� = 9�



UCLA	
  2-­‐Level	
  
GCM	
  Results:	
  

From	
  Mintz	
  (1965)	
  

Streamlines	
  of	
  
the	
  computed	
  

wind	
  
	
  

Day	
  245	
  

Surface	
  
�

=
1
/
4



Good	
  Understanding	
  of	
  Needed	
  Improvements:	
  
¥  VerVcal	
  resoluVon	
  of	
  50	
  to	
  100	
  mb	
  (finer	
  in	
  boundary	
  

layer)	
  

¥  Horizontal	
  resoluVon	
  of	
  0.5	
  to	
  1	
  degree	
  (for	
  frontal	
  
zones)	
  

¥  Carry	
  water	
  vapor	
  as	
  a	
  dependent	
  variable	
  (improve	
  
ITCZ	
  and	
  Hadley	
  cells)	
  

¥  Improve	
  treatment	
  of	
  radiaVon	
  

¥  Include	
  parameterized	
  moist	
  convecVon	
  

¥  Raise	
  upper	
  boundary	
  to	
  include	
  statosphere	
  

¥  Include	
  atmosphere/ocean	
  coupling	
  



Comment	
  (Warning)	
  about	
  Terminology:	
  

¥  WMO	
  Technical	
  Note	
  by	
  Yale	
  Mintz	
  (1965):	
  

•  Very	
  long-­‐term	
  global	
  integraVon	
  of	
  the	
  primiVve	
  
equaVons	
  of	
  atmospheric	
  moVon.	
  

•  ~300	
  day	
  simulaVons	
  using	
  the	
  UCLA	
  2-­‐level	
  GCM	
  

¥  Follow-­‐up	
  work	
  by	
  W.	
  E.	
  Langlois	
  (1971):	
  

•  Digital	
  simulaVon	
  of	
  the	
  general	
  atmospheric	
  
circulaVon	
  using	
  a	
  very	
  dense	
  grid.	
  

•  Increased	
  horizontal	
  resoluVon	
  to	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (12816	
  grid	
  points)	
  

�� = 2.5�

�� = 2�



Historical	
  Perspec#ve:	
  	
  	
  Akio	
  Arakawa	
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Historical	
  
Perspec#ve:	
  

Arakawa’s	
  Schema#c	
  of	
  
The	
  Hadley	
  Circula#on	
  

Adapted	
  from	
  Arakawa	
  (1975)	
  



Mo#va#on:	
  	
  	
  Water	
  Vapor	
  Imagery	
  
Jun.	
  25,	
  2013	
  
06:00	
  UTC	
  

	
  
GOES	
  West	
  
Water	
  Vapor	
  
(6.7	
  μm)	
  

Subsidence	
  
	
  
	
  
Very	
  Dry	
  



Current	
  
Perspec#ve:	
   The	
  Hadley	
  Circula#on	
  

From	
  Zhang	
  et	
  al.	
  (2004)	
  

TradiVonal	
  Deep	
  Overturning	
  CirculaVon	
  

Recently	
  Discovered	
  
Shallow	
  Meridional	
  CirculaVon	
  



Analy#cal	
  Modeling	
  of	
  the	
  ITCZ	
  
and	
  the	
  Hadley	
  Circula#on	
  

¥  UVlize	
  the	
  Zonally	
  Symmetric	
  Balanced	
  Model	
  
and	
  the	
  Eliassen	
  Meridional	
  CirculaVon	
  EquaVon	
  
•  On	
  the	
  sphere	
  and	
  on	
  the	
  β-­‐plane	
  

¥  Two	
  variable	
  coefficients:	
  
•  InerVal	
  stability	
  
•  StaVc	
  stability	
  

¥  Two	
  forcings:	
  
•  DiabaVc	
  heaVng	
  (in	
  the	
  interior)	
  
•  Boundary	
  layer	
  fricVonal	
  pumping	
  (lower	
  BC)	
  



Governing	
  Equa#ons	
  for	
  Zonally	
  Symmetric	
  Flow	
  
¥  Assume	
  weak:	
  	
  zonal	
  &	
  meridional	
  flow	
  and	
  baroclinity	
  
¥  For	
  the	
  inviscid	
  interior:	
  	
  	
  0  z = H log(p0/p)  zT

Zonal	
  momentum	
  eq.	
  

Meridional	
  momentum	
  eq.	
  

HydrostaVc	
  equaVon	
  

ConVnuity	
  equaVon	
  

Thermodynamic	
  equaVon	
  



Manipula#ons	
  
¥  Eliminate	
  	
  	
  	
  	
  	
  between	
  zonal	
  and	
  meridional	
  momentum	
  

equaVons:	
  

¥  Eliminate	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  between	
  hydrostaVc	
  and	
  thermodynamic	
  
equaVons:	
  

¥  Eliminate	
  

¥  Express	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  in	
  terms	
  of	
  a	
  streamfuncVon	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  

u

T

@�/@t

v w  

:	
  



Meridional	
  Circula#on	
  Problem	
  
¥  Single	
  equaVon	
  for	
  the	
  streamfuncVon:	
  

¥  Boundary	
  condiVons:	
  

¥  IniVal	
  condiVons:	
  

DiabaVc	
  
Forcing	
  

Boundary	
  Layer	
  
Pumping	
  



Addi#onal	
  Simplifica#ons	
  

¥  Change	
  meridional	
  coordinate:	
  

¥  Define:	
  

' ! µ = sin'

¥  Meridional	
  CirculaVon	
  EquaVon:	
  



Simplified	
  Meridional	
  Circula#on	
  Problem	
  
¥  Single	
  equaVon	
  for	
  the	
  streamfuncVon:	
  

¥  IniVal	
  condiVons:	
  

¥  Boundary	
  condiVons:	
  



Simplified	
  Meridional	
  Circula#on	
  
Problem	
  on	
  the	
  β-­‐Plane	
  

¥  Single	
  equaVon	
  for	
  the	
  streamfuncVon:	
  

¥  IniVal	
  condiVons:	
  

¥  Boundary	
  condiVons:	
  

Similarly:	
  



Analy#cal	
  Solu#on	
  Method	
  #1	
  
¥  Assume	
  that	
  the	
  diabaVc	
  forcing	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  

boundary	
  layer	
  forcing	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  vary	
  slowly	
  in	
  Vme	
  

¥  Then	
  can	
  neglect	
  the	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  terms	
  

¥  The	
  problem	
  becomes	
  an	
  ellipVc	
  diagnosVc	
  problem	
  
that	
  does	
  not	
  include	
  gravity	
  waves	
  

¥  The	
  soluVon	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  has	
  no	
  memory	
  of	
  past	
  forcing	
  
and	
  is	
  diagnosVcally	
  determined	
  by	
  the	
  current	
  forcing	
  
only	
  

¥  SoluVon	
  steps:	
  
1.  Perform	
  verVcal	
  transform	
  of	
  the	
  diagnosVc	
  problem	
  
2. Use	
  Green’s	
  funcVons	
  to	
  solve	
  the	
  resulVng	
  horizontal	
  

structure	
  equaVons	
  

W(y, t)

Q(y, z, t)

@2/@t2

 (y, z, t)



Ellip#c	
  Diagnos#c	
  Problem	
  

¥  EllipVc	
  equaVon	
  for	
  the	
  streamfuncVon:	
  

¥  Boundary	
  condiVons:	
  

Method	
  #1:	
  



Ver#cal	
  Transform	
  
¥  Seek	
  soluVons	
  via	
  the	
  verVcal	
  transform	
  pair:	
  

Method	
  #1:	
  

¥  The	
  verVcal	
  structure	
  
funcVons	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  are	
  
soluVons	
  of	
  the	
  
Sturm-­‐Liouville	
  
eigenvalue	
  problem:	
  

with	
  eigenvalues	
  (or	
  equivalent	
  depths)	
  denoted	
  by	
  hm

Zm



Ver#cal	
  Structure	
  Func#ons	
  



Ver#cal	
  Structure	
  Informa#on	
  

VerVcal	
  
Mode	
  

Equivalent	
  
Depth	
  

Gravity	
  Wave	
  
Speed	
  

Rossby	
  
Length	
  

p0 = 900 hPa

T0 = 293 K

H = 8581 m

zT = 13 km

N = 1.2 ⇥ 10�2 s�1

External	
  mode	
  

Internal	
  
modes	
  



Meridional	
  Structure	
  Equa#ons	
  
¥  VerVcal	
  transform	
  of	
  the	
  ellipVc	
  diagnosVc	
  problem:	
  

¥  The	
  forcing	
  term	
  now	
  combines	
  the	
  interior	
  diabaVc	
  
heaVng	
  and	
  the	
  boundary	
  layer	
  pumping:	
  

Method	
  #1:	
  

for	
  each	
  verVcal	
  mode	
  m



Solu#on	
  via	
  Green’s	
  Func#ons	
  
¥  The	
  meridional	
  structure	
  equaVons	
  are	
  solved	
  using	
  the	
  

Green’s	
  funcVons	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  which	
  are	
  soluVons	
  of:	
  

¥  The	
  Green’s	
  funcVons	
  are	
  constructed	
  from	
  parabolic	
  
cylinder	
  funcVons	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  which	
  saVsfy:	
  

Method	
  #1:	
  

¥  In	
  parVcular,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
are	
  used	
  to	
  construct	
  the	
  desired	
  Green’s	
  funcVons	
  

Gm(y, y0)

D⌫(x)

D�1/2(y/bm) D�1/2(�y/bm)



Parabolic	
  Cylinder	
  Func#ons	
  



The	
  Desired	
  Green’s	
  Func#ons	
  Method	
  #1:	
  

Red	
  curves:	
  

Blue	
  curves:	
  

Black	
  curve:	
  

y0 = ±1500 km

y0 = ±750 km

y0 = 0 km



Summary	
  of	
  Solu#on	
  Method	
  
¥  The	
  soluVon	
  of	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  problem	
  is	
  a	
  

superposiVon	
  of	
  verVcal	
  modes:	
  

Method	
  #1:	
  

¥  Each	
  coefficient	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  a	
  superposiVon	
  of	
  Green’s	
  
funcVons	
  weighted	
  by	
  the	
  forcing:	
  

¥  Two	
  idealized	
  ITCZ	
  forcings	
  that	
  lead	
  to	
  simple	
  analyVcal	
  
soluVons:	
  
1.  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  diabaVc	
  heaVng	
  prescribed	
  as	
  a	
  step	
  funcVon	
  in	
  
2.  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  BL	
  pumping	
  prescribed	
  as	
  a	
  step	
  funcVon	
  in	
  

 ̂m(y, t)

m = 1 y
ym  m

max



Produc#on	
  of	
  Deep	
  Overturning	
  
Circula#ons	
  Through	
  Diaba#c	
  Forcing	
  

¥  Consider	
  the	
  following	
  ITCZ	
  experiment:	
  
•  The	
  diabaVc	
  heaVng	
  is	
  restricted	
  to	
  the	
  ITCZ	
  region	
  
•  The	
  diabaVc	
  heaVng	
  is	
  independent	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  has	
  a	
  verVcal	
  

dependence	
  that	
  only	
  projects	
  onto	
  the	
  first	
  internal	
  mode	
  

Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  

¥  Then:	
  

y

¥  The	
  analyVcal	
  soluVon	
  becomes:	
  

and	
  



Streamfunc#on	
  and	
  Diaba#c	
  Hea#ng	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  

StreamfuncVon:	
  
•  	
  	
  
•  Black	
  contours	
  
•  Interval	
  is	
  

 (y, z)

400 m2 s�1

DiabaVc	
  heaVng:	
  
•  	
  	
  
	
  
•  Red	
  shading	
  
•  Interval	
  is	
  

•  Max.	
  value	
  is	
  
0.5 K day�1

3.496 K day�1

Q(y, z)e�z/H

cp



Streamfunc#on	
  and	
  Diaba#c	
  Hea#ng	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  

StreamfuncVon:	
  
•  	
  	
  
•  Black	
  contours	
  
•  Interval	
  is	
  

 (y, z)

400 m2 s�1

DiabaVc	
  heaVng:	
  
•  	
  	
  
	
  
•  Red	
  shading	
  
•  Interval	
  is	
  

•  Max.	
  value	
  is	
  
0.5 K day�1

3.496 K day�1

Q(y, z)e�z/H

cp



3-­‐Day	
  Parcel	
  Trajectories	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  



3-­‐Day	
  Parcel	
  Trajectories	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  



Temperature	
  Tendency	
  and	
  Ver#cal	
  Velocity	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  
Temp.	
  Tendency:	
  
•  Black	
  contours	
  
•  Interval	
  is	
  

0.2 K day�1

VerVcal	
  Velocity:	
  
•  Shading:	
  
	
  
	
  
•  Interval	
  is	
  

•  Max.	
  value	
  is	
  

w > 0
w < 0

1 mm s�1

18.01 mm s�1



Temperature	
  Tendency	
  and	
  Ver#cal	
  Velocity	
  Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #1)	
  

HeaVng	
  becomes	
  
more	
  efficient	
  and	
  
more	
  localized	
  
as	
  the	
  heaVng	
  
source	
  moves	
  
poleward	
  

Temp.	
  Tendency:	
  
•  Black	
  contours	
  
•  Interval	
  is	
  

0.2 K day�1

VerVcal	
  Velocity:	
  
•  Shading:	
  
	
  
	
  
•  Interval	
  is	
  

•  Max.	
  value	
  is	
  

w > 0
w < 0

1 mm s�1

18.01 mm s�1



Par##on	
  of	
  Total	
  Mass	
  Flux	
  Between	
  
the	
  Summer	
  and	
  Winter	
  Hadley	
  Cells	
  

Method	
  #1:	
  
(Case	
  #1)	
  

Asymmetry	
  between	
  the	
  summer	
  and	
  winter	
  
hemisphere	
  Hadley	
  cells	
  depends	
  on:	
  
•  LocaVon	
  of	
  the	
  ITCZ	
  
• Thickness	
  of	
  the	
  ITCZ	
  

Winter	
  Cell	
  

Summer	
  Cell	
  

4	
  ITCZ	
  Thicknesses:	
  



Produc#on	
  of	
  Shallow	
  Overturning	
  
Circula#ons	
  Through	
  Ekman	
  Pumping	
  

¥  Consider	
  the	
  following	
  ITCZ	
  experiment:	
  
•  No	
  diabaVc	
  heaVng:	
  
•  Ekman	
  pumping	
  is	
  restricted	
  to	
  the	
  ITCZ	
  region	
  and	
  is	
  

independent	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  there	
  

Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #2)	
  

¥  Then:	
  

y

¥  The	
  analyVcal	
  soluVon	
  becomes:	
  

and	
  

Q̂(y, z, t) = 0



3-­‐Day	
  Parcel	
  
Trajectories	
  

Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #2)	
  

Note	
  smaller	
  verVcal	
  scale	
  

Wave = 4 mm s�1



Ver#cal	
  Velocity	
  

Method	
  #1:	
  
	
  	
  (Case	
  #2)	
  

Note	
  smaller	
  verVcal	
  scale	
  

Contour	
  interval:	
  	
  
0.5 mm s�1

Max.	
  magnitude:	
  	
  
3.774 mm s�1

w > 0

w > 0

w > 0

w < 0

w < 0

w < 0

Ekman	
  pumping	
  pene-­‐
trates	
  deeper	
  away	
  from	
  
the	
  equator,	
  so	
  shallow	
  
circulaVons	
  are	
  more	
  
efficient	
  near	
  the	
  
equator	
  



Par##on	
  of	
  Total	
  Mass	
  Flux	
  Between	
  
the	
  Summer	
  and	
  Winter	
  Hadley	
  Cells	
  

Method	
  #1:	
  
(Case	
  #2)	
  

Infinitesimally	
  thin	
  ITCZ	
  

Winter	
  Cell	
  

Summer	
  Cell	
  

ContribuVons	
  from	
  all	
  verVcal	
  modes	
  (but	
  dominated	
  by	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  m = 0



Simplified	
  Meridional	
  Circula#on	
  
Problem	
  on	
  the	
  β-­‐Plane	
  

¥  Single	
  equaVon	
  for	
  the	
  streamfuncVon:	
  

¥  IniVal	
  condiVons:	
  

¥  Boundary	
  condiVons:	
  

Recall:	
  



Analy#cal	
  Solu#on	
  Method	
  #2	
  
¥  Retain	
  the	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  terms	
  

¥  No	
  need	
  to	
  assume	
  that	
  forcing	
  varies	
  slowly	
  in	
  Vme	
  

¥  SoluVon	
  now	
  includes	
  gravity	
  waves	
  

¥  Meridional	
  circulaVon	
  problem	
  remains	
  a	
  prognosVc	
  
problem,	
  but	
  no	
  integraVon	
  in	
  Vme	
  is	
  required	
  to	
  get	
  
soluVons	
  

¥  SoluVon	
  steps:	
  
1.  Perform	
  verVcal	
  transform	
  of	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  

problem	
  (same	
  verVcal	
  transform	
  as	
  in	
  Method	
  #1)	
  
2.  Perform	
  meridional	
  Hermite	
  tranform	
  of	
  the	
  resulVng	
  

horizontal	
  structure	
  equaVons	
  to	
  obtain	
  a	
  set	
  of	
  second	
  order	
  
ODE’s	
  in	
  Vme	
  

@2/@t2



Ver#cal	
  Transform	
  (Same	
  as	
  Method	
  #1)	
  

¥  Seek	
  soluVons	
  via	
  the	
  verVcal	
  transform	
  pair:	
  

Method	
  #2:	
  

¥  The	
  verVcal	
  structure	
  
funcVons	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  are	
  
soluVons	
  of	
  the	
  
Sturm-­‐Liouville	
  
eigenvalue	
  problem:	
  

with	
  eigenvalues	
  (or	
  equivalent	
  depths)	
  denoted	
  by	
  hm

Zm



Meridional	
  Structure	
  Equa#ons	
  
¥  VerVcal	
  transform	
  of	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  problem:	
  

¥  The	
  interior	
  diabaVc	
  heaVng	
  and	
  the	
  boundary	
  layer	
  
pumping	
  again	
  merge	
  into	
  a	
  single	
  forcing	
  term:	
  

Method	
  #2:	
  

for	
  each	
  verVcal	
  mode	
  m



Meridional	
  Hermite	
  Transform	
  
¥  Seek	
  soluVons	
  via	
  the	
  following	
  Hermite	
  transform	
  pair:	
  

Method	
  #2:	
  

¥  The	
  meridional	
  structure	
  funcVons	
  are	
  related	
  to	
  
Hermite	
  polynomials	
  by:	
  

¥  The	
  meridional	
  structure	
  funcVons	
  saVsfy	
  the	
  following	
  
eigenproblem:	
  



Meridional	
  
Structure	
  
Func#ons	
  

EigenfuncVons:	
  

Orthogonal:	
  

Recurrence	
  RelaVon:	
  



Solu#on	
  via	
  Hermite	
  Transform	
  
¥  Meridional	
  Hermite	
  transform	
  of	
  the	
  meridional	
  

structure	
  equaVons	
  give	
  a	
  set	
  of	
  2nd	
  order	
  ODE’s	
  in	
  Vme:	
  

Method	
  #2:	
  

¥  The	
  inerVa-­‐gravity	
  wave	
  
frequencies	
  are	
  given	
  by:	
  

¥  The	
  forcing	
  terms	
  
are	
  given	
  by:	
  

For	
  each	
  verVcal	
  
mode	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  each	
  
meridional	
  mode	
  

m
n



Iner#a-­‐Gravity	
  Wave	
  Frequencies	
  Method	
  #2:	
  



Transient	
  Hadley	
  Circula#ons	
  Forced	
  by	
  
a	
  Switch-­‐On	
  of	
  ITCZ	
  Convec#on	
  

¥  Consider	
  diabaVc	
  heaVng	
  of	
  the	
  following	
  form:	
  
•  Just	
  within	
  the	
  ITCZ	
  and	
  independent	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  within	
  it	
  
•  Smoothly	
  switched	
  on	
  to	
  a	
  steady	
  state	
  value	
  

Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

¥  The	
  forcing	
  terms	
  then	
  become:	
  

where	
  

y

where	
  



Switch-­‐On	
  Func#on	
  Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  



Transient	
  Hadley	
  Circula#ons	
  Forced	
  by	
  
a	
  Switch-­‐On	
  of	
  ITCZ	
  Convec#on	
  

¥  SoluVon	
  of	
  the	
  transformed	
  problem:	
  

Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

¥  SoluVon	
  of	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  problem:	
  



Streamfunc#on	
  at	
  t	
  =	
  120	
  h	
  Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

ITCZ:	
   500 km  y  1000 km m = 1

n = 0, 1, . . . , 200

Modes:	
  
Switch	
  On:	
   (slow)	
  � = (24 h)�1



Par##oning	
  of	
  
Total	
  Mass	
  Flux	
  	
  

Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

m = 1

n = 0, 1, . . . , 200

Modes:	
  

ITCZ:	
  

Switch	
  On:	
  

(slow)	
  

Summer	
  (Northern)	
  Cell	
  

Winter	
  (Southern)	
  Cell	
  

500 km to

1000 km

Slow	
  Switch	
  On	
  

� = (24 h)�1



Par##oning	
  of	
  
Total	
  Mass	
  Flux	
  	
  

Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

m = 1

n = 0, 1, . . . , 200

Modes:	
  

ITCZ:	
  

Switch	
  On:	
  

(moderate)	
  

Summer	
  (Northern)	
  Cell	
  

Winter	
  (Southern)	
  Cell	
  

500 km to

1000 km

Moderate	
  Switch	
  On	
  

� = (12 h)�1



Par##oning	
  of	
  
Total	
  Mass	
  Flux	
  	
  

Method	
  #2:	
  
(Special	
  Case)	
  

m = 1

n = 0, 1, . . . , 200

Modes:	
  

ITCZ:	
  

Switch	
  On:	
  

(fast)	
  

Summer	
  (Northern)	
  Cell	
  

Winter	
  (Southern)	
  Cell	
  

500 km to

1000 km

Fast	
  Switch	
  On	
  

� = (6 h)�1



Why	
  is	
  the	
  ITCZ	
  so	
  thin?	
  

Nov.	
  24,	
  2010	
  
00:00	
  UTC	
  

From	
  NASA	
  GSFC	
  
GOES	
  Project	
  

website	
  

Addi#onal	
  
Thoughts:	
  



Summary	
  &	
  Conclusions	
  
¥  AnalyVcally	
  solved	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  problem	
  

with	
  two	
  types	
  of	
  forcings:	
  
1.  Meridional	
  variaVon	
  of	
  the	
  interior	
  diabaVc	
  heaVng	
  
2.  Ekman	
  pumping	
  at	
  the	
  top	
  of	
  the	
  boundary	
  layer	
  

¥  A	
  verVcal	
  transform	
  of	
  the	
  meridional	
  circulaVon	
  
equaVon	
  converts	
  the	
  PDE	
  in	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  into	
  a	
  system	
  of	
  
PDE’s	
  in	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  the	
  meridional	
  structures	
  of	
  each	
  
verVcal	
  mode	
  

¥  The	
  resulVng	
  meridional	
  structure	
  equaVons	
  can	
  then	
  
be	
  solved	
  by	
  using	
  a	
  Green’s	
  funcVon	
  method	
  (a	
  
diagnosVc	
  approach)	
  or	
  by	
  using	
  a	
  Hermite	
  transform	
  
method	
  (a	
  full	
  prognosVc	
  approach)	
  

(y, z, t)

(y, t)



Summary	
  &	
  Conclusions	
  (Con#nued):	
  

¥  DiabaVc	
  heaVng	
  projected	
  only	
  onto	
  the	
  first	
  internal	
  
mode	
  (deep	
  diabaVc	
  forcing)	
  leads	
  to	
  deep	
  overturning	
  
circulaVons	
  in	
  the	
  absence	
  of	
  Ekman	
  pumping	
  

¥  Forcing	
  by	
  Ekman	
  pumping	
  in	
  the	
  absence	
  of	
  diabaVc	
  
heaVng	
  leads	
  to	
  shallow	
  overturning	
  circulaVons	
  

¥  Both	
  meridional	
  circulaVons	
  display	
  an	
  asymmetry	
  
between	
  the	
  winter	
  and	
  summer	
  overturning	
  cells	
  due	
  
to	
  the	
  spaVally	
  varying	
  inerVal	
  stability	
  coefficient	
  

¥  Shallow	
  Hadley	
  circulaVons	
  tend	
  to	
  occur	
  when	
  Ekman	
  
pumping	
  occurs	
  close	
  to	
  the	
  equator	
  because	
  the	
  
inerVal	
  stability	
  is	
  weak	
  so	
  there	
  is	
  lisle	
  resistance	
  to	
  
horizontal	
  moVon	
  



¥  This	
  work	
  has	
  shown	
  that	
  Ekman	
  pumping	
  is	
  a	
  viable	
  
forcing	
  mechanism	
  for	
  the	
  Shallow	
  Hadley	
  CirculaVon	
  
•  However,	
  diabaVc	
  heaVng	
  due	
  to	
  shallow	
  precipitaVng	
  

convecVon	
  and	
  surface	
  heaVng	
  (in	
  analogy	
  with	
  land/sea	
  
breezes,	
  as	
  discussed	
  by	
  Nolan	
  et	
  al.	
  2007,	
  2010)	
  are	
  also	
  
viable	
  forcing	
  mechanisms	
  

•  Further	
  research	
  is	
  needed	
  to	
  understand	
  the	
  relaVve	
  
importance	
  of	
  these	
  three	
  forcing	
  mechanisms	
  

¥  The	
  narrowness	
  of	
  the	
  ITCZ	
  is	
  due	
  to	
  the	
  formaVon	
  of	
  
shock-­‐like	
  structures	
  in	
  the	
  boundary	
  layer.	
  	
  How	
  well	
  
do	
  current	
  GCM's	
  simulate	
  this?	
  

¥  ADer	
  fluctuaVons	
  in	
  the	
  strength	
  of	
  the	
  ITCZ,	
  theory	
  
predicts	
  that	
  the	
  tropical	
  troposphere	
  will	
  ring	
  with	
  
"trapped	
  inerVa-­‐gravity	
  wave	
  acVvity."	
  Do	
  observaVons	
  
or	
  GCM's	
  show	
  this	
  effect?	
  	
  

Summary	
  &	
  Conclusions	
  (Con#nued):	
  



Thank	
  you	
  for	
  star#ng	
  the	
  “Magnificent	
  Second	
  
Phase	
  of	
  Climate	
  Modeling”	
  in	
  1960!	
  



Regional	
  Meridional	
  Cross	
  Sec#ons	
  
January	
  
(1979-­‐1993)	
  

From	
  Trenberth	
  et	
  al.,	
  2000	
  

Divergent	
  flow	
  vectors	
  (ECMWF	
  Reanalysis)	
  

2	
  SMC	
  



Regional	
  Meridional	
  Cross	
  Sec#ons	
  

Divergent	
  flow	
  vectors	
  (ECMWF	
  Reanalysis)	
  

July	
  
(1979-­‐1993)	
  

From	
  Trenberth	
  et	
  al.,	
  2000	
  

Deep	
  MC	
  
	
  
SMC	
  



Time	
  dependence	
  

sharpness	
  of	
  the	
  switch-­‐on	
  funcVon	
  S(t)	
  	
  



Par##on	
  of	
  Total	
  Mass	
  Flux	
  Between	
  the	
  Summer	
  
and	
  Winter	
  Hemisphere	
  Hadley	
  Cells	
  for	
  the	
  Deep	
  

Hea#ng	
  Case	
  
v  FracVonal	
  mass	
  flux	
  of	
  summer	
  hemisphere	
  cell:	
  

v  FracVonal	
  mass	
  flux	
  of	
  winter	
  hemisphere	
  cell:	
  

v  The	
  maximum	
  asymmetry	
  between	
  the	
  two	
  cells	
  occurs	
  when	
  
the	
  ITCZ	
  is	
  located	
  1200-­‐1300	
  km	
  off	
  the	
  equator,	
  in	
  which	
  case	
  
the	
  winter	
  cell	
  carries	
  approx.	
  twice	
  the	
  mass	
  flux	
  of	
  the	
  
summer	
  cell	
  



Par##on	
  of	
  Total	
  Mass	
  Flux	
  for	
  the	
  Deep	
  Hea#ng	
  
Case	
  



Streamfunc#on	
  for	
  the	
  Shallow	
  Circula#on	
  

Asymmetric	
  cells	
  	
  



Par##on	
  of	
  Total	
  ITCZ	
  Mass	
  Flux	
  



Streamfunc#on	
  for	
  both	
  cases	
  

SMC	
  pajerns	
  seem	
  to	
  be	
  the	
  most	
  	
  
apparent	
  when	
  the	
  ITCZ	
  is	
  close	
  to	
  
the	
  equator	
  

One	
  single	
  deep	
  cell	
  

=	
  5	
  K	
  day-­‐1	
  

=	
  0.4	
  cms	
  s-­‐1	
  



Meridional	
  wind	
  


